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幾何、藝術、計算機科學 ––
                             多面體展開的奇幻世界
張以潤／臺大電機工程系四年級學生

顏嗣鈞／臺大電機工程系教授

相信各位在小學時期的數學課或美勞課時都做過類似的事情：在西卡紙畫上某

個多面體的展開圖後，將之剪下，再折成原本的多面體。估計一般人怎麼想都不會

把「多面體展開」與「電機工程學」聯想在一起吧！但事實上，這個特別且有趣的

事情在計算機科學領域當中可是一個研究議題，在理論上或應用上都有許多值得探

討的地方。

圖 1   Dürer在他的著作 [1]中使用展開圖介紹多面體。

多面體（polyhedral）是一個基

本且重要的幾何概念，許多日常生活

接觸到的物品都是多面體，如小時候

常在玩的模型與積木。而某些藝術

品，像是雕塑，也經常會包含許多複

雜的多面體結構，因此，藝術家們也

會關注幾何學上的議題。當我們要認

識一種多面體時，一個常見的方式是

去繪製它的展開圖（unfolding），所

謂展開圖即是沿著多面體表面的某些

邊剪開，展開後所形成平面上的圖

形。早在 1525年，一位德國藝術家

Albrecht Dürer在他關於幾何學的著作

Underweysung der Messung [1]中便大

量地使用了展開圖的方式介紹了各種

多面體，見圖 1。



直覺地想，一個多面體如果不要有太多凹凸的結構的話，就可能比較容易展開（各位可以思考看看怎

麼樣的多面體會比較容易／不容易展開。）因此，在 1975年時，一位數學家 Shepherd就提出一個猜想如

下：「所有的凸多面體都可以被展開。」雖然這個猜想看起來很單純，但難度卻相當高，至今只有很少數的

特例被證明可以被展開。而另一方面，也沒有人能夠成功地建構出無法被展開的凸多面體。總而言之，這

個猜想距離被解決尚有一大段距離，但大多數人相信它是對的。

在計算機科學中，一個很重要的概念是演算法（algorithm）。如果概略地地說的話，所謂演算法其實就

是「能夠解決一個問題的具體方法」，我們會要求這個具體方法的每個步驟都是很明確的，不能有任何歧

異，而且正確性是被保證的，例如大家在數學課中學過的輾轉相除法就是一套求最大公因數的演算法就是

一個例子。因此，在多面體展開的議題中，從演算法的觀點來看的話，我們會想知道是否存在一套演算方

法可以把任意的多面體展開，如果該多面體可以被展開的話。

回想一下以前小時候設計展開圖的做法，想必是沒什麼規則性地試一試，畫一畫，發現可行，就成功

了（像這樣的做法不能稱之為演算法，因為步驟不明確，也沒辦法確保正確性。）因為我們遇到的多面體都

很容易，所以大家都不會去想到要去設計一套演算法去做這件事情。但是，如果我們現在想要展開的多面

體並不是像以往所面對的正立方體、正八面體般地簡單，而是個有著上千上百個面的複雜多面體時，就不

太可能像這樣用亂試的方式輕易展開了。而且，在這樣複雜的情形中，用手算幾乎是不可能的，因此我們

必須要用電腦程式去做，以加速運算。計算機科學之中的一個分支－計算幾何（computational geometry），

即是專門研究像這種以演算法觀點去解幾何問題的領域，而多面體的展開自身就是其中一個研究議題。

除了先前提到理論上的問題外，把多面體展開究竟還能做些什麼呢？（各位可以想一想。）在計算機

圖學 (computer graphics)的領域中，我們會探討如何將各種我們有興趣的物體用電腦程式呈現，其中

三維模型（3D model）是指三維中物體的表面的數學表示方法。現實上，我們有興趣的物體，例

如動物，往往有著相當複雜的表面，因此它們的三維模型無可避免地會失真，所以我們只

能去做近似。三維模型有很多種表示法，其中一種是多邊形模型（polygonal modeling/

meshing），即是將物體的表面以多個多邊形近似，產生一個多面體的表面。可想而

圖 2  橘色的部分即是重疊，易見無法畫在平面上，圖
片出自 [4]。

圖 3 左圖為一個不存在「邊展開」的多面體，如果
一定要將之展開成平面的話，一定得把某些面

剪開，如右圖為其「一般展開」，圖片出自 [2]。

回憶起繪製展開圖的過程中，我們往往為了方便性，會要求展開圖必須是連通的單一平面，而不是分

散成許多區塊，這在攜帶上，或黏合的過程中都會比較方便。另外，為了要讓展開圖能畫在平面上，多面

體展開後的圖形不可以有重疊的部分，見圖 2。因此，有人就開始思考一個問題：「是否所有多面體都能夠

沿著某些邊剪開，展開成單一沒有重疊的平面圖形？」。顯然地這是不對的，因為圖 3就給出了一個不可能

被展開而沒有重疊的多面體的例子（可以試著建構看看其它例子，並不會很困難。）。從現在起，我們談的

展開都是局限於僅能延著邊剪開，這樣的展開又稱做邊展開（edge unfolding）；而相對地，不對剪的位置做

限制的展開則稱做一般展開（general unfolding）。若沒特別註明，以後講到的展開都是指邊展開。



但很不幸地，在理論上，設計一套可以用來展開多面體的演算法並不簡單（各位可以試試看。），除了

少數特例外，目前並沒有什麼好的演算法可以保證做到此事。就算是看似最簡單的凸多面體，我們了解的

也很有限，Schlickenrieder在他 1997年的碩士論文 [3]中設計了數十種演算法試圖展開凸多面體，結果都有

失敗的例子，可見難度之高。許多科學家或工程師在解決問題時都會從日常生活中尋找點子，讓我們來看

一個單純的想法：我們再削蘋果時，觀察到可以把蘋果的表皮拉成一個很長的帶子，這個過程很像是將蘋

果的表面給展開，那我們是否可以用類似的手段去「削」一個凸多面體，使得產生的展開圖沒有重疊呢？

又是很不幸地，答案是不行的，從實驗結果中可發現在開頭和結尾處往往很難避免重疊，見圖 5。雖然失敗

了，不過類似的概念確實是可以應用於展開某些特殊的多面體，像是一種名為 orthogonal terrains的多面體

類型就可以被一層一層地剝皮展開，見圖 6所示。

圖 4  紙模型的範例：以 348個面的多面體模擬一隻兔子，透過電腦程式展開後，在現實中
把展開圖折回原本兔子，出自 [4]。

知，如果要求失真越小，所需要的多邊形數量將會越多，即是產生的多面體會有很大量的面數。我們可以

透過此法，用一個多面體去模擬我們感興趣的東西，像是兔子、手、飛機．．．等等。如果我們想要實際地

在現實生活中做出我們感興趣東西的模型的話，利用上面所述的概念，我們可以造出它的多邊形模型，再

來建構該模型的展開圖，這就是一個紙模型（paper craft）了，把它印下來，我們就可以實際地把它折回，

做出來，圖 4展示了一個例子。

圖 5 嘗試用削蘋果的概念展開一個
凸多面體，紅圈處有重疊。

圖 6   展開「orthogonal terrains」，圖片出自 [5]。



以下我們會介紹展開多面體的一些手段，在此之前，會需要一些預備知識。在計算機科學中，我們常會

用到圖（graph）做為許多事物的模型，所謂圖 G = (V, E) 就是一些點（vertex）的集合 V與邊（edge）的集

合 E，定義邊為兩點的連結，例如 e = (u, v) 表示了 e為兩點 u與 v的連邊。一般來說，這些點與邊是不具有

幾何上的意義的，根據不同用途，我們可以賦予它們不同的意義。在電子設計自動化（Electronic Design Au-

tomation）的領域中，一個圖中的點可能代表了邏輯閘，而邊代表了線路；對於社交網路（Social network）的

研究者來說，點可能表示了 Facebook上的使用者，而兩點有無連邊則表示它們是否將對方加為好友。

對於某多面體 P，如果我們選取 V為他的點集，而 E為他的邊集的話，就可以形成一個圖 G = (V, E)。

類似地，若把點集取成 P上的面，而兩面相連則表示它們連邊，則形成的圖 G* 稱做 G的對偶圖（dual 

graph）。定義路徑（path）為一連串的點 v1v2⋯ vk使得任兩點 vi , vi + 1滿足 1 ≤ i < k都有邊連結之。而類似

地，如果進一步要求 vk , v1兩點之間也有邊連結的話，則為圈（cycle）。我們說一個圖中兩點 u, v是連通

（connected）的意思就是說存在一條路徑使得 u, v為它的兩端點。如果一個圖中任意的兩點都連通的話，

我們說這個圖是一個連通圖（connected graph）。而如果兩個圖 G1 = (V1 , E1) 與 G2 = (V2 , E2) 滿足 E1 ⊆ E2 且 

V1 ⊆ V2 的話，我們說 G1為 G2的子圖（subgraph）。我們定義樹（tree）為沒有圈的連通圖，而一個連通圖

G的生成樹（spanning tree）為該圖的一個子圖 G′使得它為一個樹，且 G′的點集與 G相同。

如果該多面體可以被展開的話，那些被我們剪開的邊所形成的子圖 G′必為原圖 G的一個生成樹，我們

稱之為剪樹（cut-tree）。另一方面，我們考慮對偶圖 G*，如果 G*的子圖 G′′為那些展開後未被剪開的邊，

則 G′′也會是 G*的一個生成樹，稱做鄰樹（adjacency-tree）。或許上列大量的定義會讓讀者感到些許混亂，

可以見下圖的例子以了解它們在實際上的感覺。

圖 7 (a)為一個正立方體，現今想像把它立在紙上，如 (b), (c)，為方便起見我們把外圍當做被壓住的那一面。(b)中的
黑線和實心圓圈表示了由該立方體的點和邊所構成的圖 G，而紅線和空心圓圈則表示了它的對偶圖 G*。(c)中的
黑粗線為 G的一個剪樹，而紅粗線則是 G*中相對應的鄰樹。當我們沿著剪樹上的邊剪開後，鄰樹恰表示了展開
圖中各個面的相鄰情形，如 (d)中所示。

如此一來，我們只要試該多面體所對應的圖 G或對偶圖 G*的各種生成樹，看它們展開後所形成的展開

圖是否有重疊，即可知道這是不是一個沒有重疊的展開。但是，一個圖可以有非常多種的生成樹，故我們

沒能指望暴力地去試完所有可能。而從各種實驗數據中亦顯示，隨著面數的提升，隨機展開成功的機率會

快速降低。我們無可避免地需要使用一些啟發式（heuristic），即是一些幫助我們下決策的規則，去猜怎麼樣

的生成樹會比較容易成為一個沒有重疊的展開。我們無法保證依賴啟發式必能產生沒有重疊的展開，因此

以下介紹的方法都沒有正確性的保證。

現在我們就可以來看 Schlickenrieder的碩士論文中的一個演算法，名為 steepest-edge-algorithm。在他的

實驗報告中，此演算法產開的展開圖只有 1.2%的展開有重疊，其餘的 98.8%都成功了。這個啟發式的概念

為選取針對某個方向 c「最直」的那些邊，並且根據所形成的生成樹剪開來展開多面體。具體

來說，就是對除了 v +（在 c方向上最高的點）以外的所有的點 v，在所有由 v連出去且比 v

還要高的邊之中，選一個與 c夾角最小的，把他加到 T中。可以證明如此選出的 T為一個生

成樹，過程在此省略。可以預期，如此地展開的結果會很像是把整個多面體從 v +撥開，如同

開花般的感覺，見圖 8。而實際上該演算法產生的展開圖就是如此，見圖 9漂亮的例子。



圖 8   steepest-edge-algorithm的概念，出自 [3]。

圖 9 一個運用 steepest-edge-algorithm展開的例子，
出自 [3]。

至今，這套啟發式演算法依然是目前所知對於凸多面體展開最佳的方法，但是它在應用上的用途依然

很局限，因為我們感興趣的多面體往往都不是凸多面體（steepest-edge-algorithm對於非凸面體效果一般來

說並不佳，且遠不及其在凸多面體上的表現，為什麼？），這時，要找到一套很一般的啟發式就不容易。回

想我們說過所有的展開都是一個生成樹，而若給定一個生成樹，其對應的展開圖有可能會有重疊，故我們

可以依照生成樹重疊的嚴重性（像是重疊的面數）給該生成樹一個分數。我們原本的問題就可以轉化成一

個最佳化問題（optimization problem），即是在所有的生成樹中找到一個生成樹使得它的分數最低，此時如

果這個多面體是有辦法被展開的，那麼分數最低的生成樹的分數就會是 0，即是沒有任何重疊。

但先前有提過，由於一個圖可以有著相當大量的生成樹，故全面性的搜索是不可行的。此時，我們可

以採取局部搜尋（local search），即是不斷地修改目前搜尋到的結果。我們簡介一種最單純的局部搜尋方

法，稱做爬山演算法（hill climbing algorithm）。我們可以將想要搜尋的空間想成一個地面上的點，在此就

是指所有的生成樹的集合所形成的空間。對於不同生成樹，根據其展開後的重疊程度，讓越輕微者所對應

的點高度越高。定義兩個生成樹相鄰若且唯若它們可以從對方刪掉一邊後再加入另外一邊而建構出來，即

是兩生成樹的差異恰只有兩邊。於是該平面就會長得像是一些丘陵，而最高的那些地方就對應著展開後沒

有重疊的生成樹們，即是我們搜尋的目標。

於是我們只要先隨機選取一個生成樹 T，然後試著修改它，即是刪掉一邊後再加入另外一邊，使得新

的圖 T ′亦為生成樹，我們看看 T ′展開後重疊的程度是否比 T輕微，是的話就以 T ′取代 T，否的話就試

試其它修改方式。如此一來，最後就有可能會達到最高點，得到一個沒有重疊的展開方式。但這只是「有

可能」而已，各位應該可以輕易地發現，因為這套方法並沒有下山的機制（是否應該在某些情形下允許下

山，即是允許 T′的重疊程度比 T嚴重？許多局部搜尋演算法是有下山機制的。），如果我們不幸地走到了一

個不夠高的山的話，它的山頂對應的生成樹展開可能還是會有重疊的，此時就得重新搜尋一次。不過實驗

結果告訴我們，只要輸入的多面體不要太複雜的話，簡單的爬山演算法其實效果還滿不錯的，雖然它沒有

辦法保證給出正確答案。

注意到我們在生成樹的選取上是純粹隨機的，因此這套方法應該有頗大的改進空間，各

位可以想想該怎麼改進。舉例來說，或許可以在生成樹的選取上直接避免一些顯然有問題的

結構，例如圖 2中的左圖右下方六個共點的面與該點夾角的和已經超過 360度了，所以我們

知道一定至少要再剪一邊掉。



相信各位在地理課時學過許多地圖的投影方式吧！如圓柱投影、圓錐投影等等。最後，讓我們來看一

個創新的應用，這是一個將多面體展開運用在地圖投影上的方法，把「多面體展開」與「地圖投影」兩個

看似不相關的概念巧妙地連結在一起。我們可以將地球以一個面數相當大的多面體（myriahedral）去近似，

然後再把它展開，得到的展開圖就是一個平面的地圖。可見這樣的做法在面數很多且每面都夠小時，地圖

的失真可以控制到很小。我們可以根據不同的多面體表面的建構方法，以及生成樹的選取方法，構造出各

種有趣且富有意義的地圖，如圖 10。

圖 10 透過不同展開的方法，產生有趣的世界
地圖，出自 [6]。
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多面體展開尚有許多應用，例如一

般展開中的星形展開（star unfolding）

與多面體表面的最短路徑（shortest 

path）計算有著密切關聯；若不限展開

成單一平面的話，也有文獻探討透過展

開多面體去做三維模型資料壓縮（data 

compression）的方法。在計算機科學之

中，多面體展開，或者計算幾何、計算

機圖學等各種子領域裡，在理論或應用

上都有著許多有趣的問題，等著各位去

發現和解決！


